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 מודל מתמטי, התמרת לפלס וקונבולציה. 1

 מודל מתמטי

 המערכת המתוארת משמאל הינה המערכת האמיתית. אנו רוצים לדעת מהו תדר 

 התהודה שלה. לשם כך נניח הנחות ונפשט את המערכת:

 

 : נבנה מודל מתמטי של המערכת

 רושמים את משוואות המערכת )משוואות התנועה(-

 פישוטים נוספים-

 מודל מתמטי של המערכת:-

 פיתרון משוואות- 

 חקירת המשוואות - 

 

 1.1 תרגיל

 מחפשים את תדר התנודות של המטוטלת משמאל:

 הנחות ופישוטים:

 למיתר אין מסה.-. פרמטרים מקובצים: מטוטלת מתמטית1

 . אין חיכוך בציר ובכלל במגע עם האויר.2

 . לכבל אין גמישות3

 . לכבל אין מסה1

5 .g קבוע 

 מודלים: 

2

2

sin

sin 0

sin 0

mg l m l

mg l m l

l g

 

 

 

    

    

  

 

 קיבלנו מד"ר לא לינארית. 

 נניח זויות קטנות: 

sin

0g
l

 

   
 

 

 בבעיה הנחות ופישוטים
 הזנחת קפיציות הזנחת תופעות מסדר גודל קטן מזה של התופעה הדומיננטית

 ריכוז מסות במרכזי הכובד החלפת אלמנטים מפולגים מקובצים
 חוק הוק הנחת לינאריות

 שיכוך לא משתנה עם הטמפרטורה פרמטרים קבועים
 ודאות עבור תכונות החלק-בתהליך היצור קיים אי ודאות-הזנחת אי
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0g
l    

קיבלנו מתנד הרמוני נטול ריסון, כאשר 
g

l
  . 

 

)   היא מערכת שמתקיים בה עיקרון הסופרפוזיצה.  -מערכת לינארית )g
l F t    

 :את עיקרון הסופרפוזיציה נבדוק

1 1

2 2

1 2 1 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

g
l

g
l

g
l

f t t

f t t

f t k f t t k t

  

  

   

   

   

       

 

 

 : מערכת דינמית: מערכת פיסיקלית שהתיאור המתמטי שלה הוא מערכת משוואות דיפרנציאלית.הגדרה

 

 פתרון משוואה דיפרנציאלית באמצעות התמרת לפלס

)0  נתון:  ) (1 ) ( )f t

fM t M e u t
 

    

 0(0)   

)דרוש:  )t 

 

 פתרון:

  נרשום את המודל המתמטי:

( )

( )

f

f

M t b J

J b M t

 

 

  

  
 

  התמרת לפלס:

0 0

0 0 0

0 0

0

1 1
( ( ) ) ( )

( )
( ) ( )( )

( )
( ) ( )( )

f

f

f

J s s b s M
s s

M M J
s

s Js b Js b s Js b

M M
J Js
b b bs s s s s

J J J












 
      

  

   
   

   
   
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0

0

0

0

0 0

0

( )

( )

( )
( )

s

bs
J

M
A BJ

b bss s s
J J

M
MJ s

b bs s
J

M M
MJ Jbs

Jb b bs s
J J





 
 

 


    
 

 

 באותו אופן פותרים עבור שני הביטויים שנותרו במרחב לפלס , ומקבלים:

0 0 0 0

0( )

f f

f

M M M M
b b J Js

b b b bs s s
J s s J

b ss
J



 



     
     



 

 הזמן: נחזור למרחב

0 0

0 0
0( ) ( )f

b t tJ

f f

M M
M MJ Jt e e u t

b bb b
J J


 

 



  
             

 

  

 

 התמרה הפוכה באמצעות פירוק לשברים חלקיים

 נדגים עבור הביטוי הבא:

 
2,1 2,2 31

22

( 1) ( 1) ( 3)(0)2

( 1) ( 3) 1 31

s

s s s s s ss

     
   

   
 

 :(1.1)נוסחא  באופן כללי נשתמש בנוסחא הבאה

, ( )

1
( ) ( )

!

0,1,..., 1

i

i i

i

r
m

i m r s ir

s s

i

d
F s s s

r ds

r m

 



    

 

 

)התמרת לפלס של פונקציה  : התמרת לפלס:תזכורת )f t  :הינה
0

( ) stf t e dt





 התמרת לפלס מתכנת רק .

)Reאם  ) cs   כאשרc  הוא החלק הממשי של הקוטב הימני ביותר של( )F s ההתמרה של(

( )f t שנקרא ,abscissa of convergence . 

 

 

 

 



 1  הנדסת אוירונוטיקה וחלל, טכניון. אביב תשע"ד -מערכות דינמיות

 הערך הסופימשפט 

)תהינה  )f t ונגזרתה הראושנה ניתנות להתמרת לפלס ויהיו כל קוטבי( )sF sב- OLHP (Open Left 

Hand Plane של המישור המרוכב, אזי הגבול )t   של( )f t 0שווה לגבולs של( )sf s. 

0
lim ( ) lim ( )
t s

f t sF s
 

 

 הוכחה:

0

( ) (0)

( ) (0)st

df
sF s f

dt

df
e dt sF s f

dt





 
  

 

 

 

0s בשני האגפים 

 
0 0

0

lim lim ( ) (0)st

s s

df
e dt sF s f

dt





 
  

 בתנאי שהגבולות קיימים:

0 0

. . : lim lim ( ) (0) lim ( )

t

t t t

df df
L H S dt dt f t f f t

dt dt



  
        

0 0
. . : lim (s) (0) lim (s)

s s
R H S sF f sF

 
     

 מקבלים:

0
lim ( ) lim (s)
t s

f t sF
 

 

 
  

 1.1תרגיל 

נראה מתי 
1

( )F s
s a




 מתכנס. 

c a   ההתמרה קיימת עבור , Re s a  

)ניקח  ) atf t e : 

 
0 0

( ) ( ) st at at stF s f t e e dt e dt

 

      

האינטגרל מתכנס עבור  Re s a. 
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 1.1תרגיל 

 המסה בהתחלה נמצאת במנוחה.

0tברגע     מפעילים כוח(t) 1Nf  . 

 מהי התזוזה הסופית של המסה?

 

 :משוואות התנועהנרשום את 

( )

( )

(0) 0, (0) 0

f t kX BX mX

mX BX kX f t

X X

  

   


  

 

 נעבור למישור לפלס:

2

2

1
( ) ( ) ( ) (s)

1 1
( )

ms X s sBX s kX s F
s

X s
s ms sB k

   

 
 

 

 s.s   (Steady State:)התזוזה הסופית הינה ה"מצב היציב" 

. 20 0

1 1
lim ( ) lim ( ) lims s
t s s

X X t s X s
ms sB k k  

    
 

 

 

 משפט הקונבולוציה

1 1

1 2

2 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

f t F s
G s F s F s

f t F s

 
 

 
  

)נרצה לדעת מהו  )g t.בקונבולוציה נעבוד במרחב הזמן . 

   משפט:       1 2 2 1

0 0

( )

t t

g t f t f d f t f d          

נראה שמתקיים       הוכחה: 1 2( ) ( ) ( )F s F s g t  . 

         

       

 

   

 

1

2

1 2 1 2

0 0 0

1 2 2 1

0 0 0 0

( )

2 1 1 2 1

0 0

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) (

t t

st

t

st st

t t

f

s s

f

g t f t f d f t f d e dt

f t f u t e dtd f f t u t e dt d

f e F s d F s f e d F s



 



 

 



     

       

   





 

   

 

   

 

 

 

   
       

   

     

 

  

   

  2) ( )F s
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 בהוכחה היה מעבר ביניים: 

         1 2 1 2

0 0

t

f t f d f t f u t d


      




     

 1.1תרגיל 

נמצא את ההתמרה ההפוכה של 
2

1

s
 : 

 

1

1 1

2 2

1 1

1 2 1 22

0

1
( )

1
( ) , ( ) ( )

1
( ) , ( ) ( )

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

u t
s

F s f t u t
s

F s f t u t
s

F s F s f t f t u t u t d t u t
s

 



 

 
 

 

 

 

 
        

 

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 . פונקציית התמסורת , תגובת תדר, פאזה והגבר2

 פונקציית תמסורת

הגדרה: פונקציית תמסורת של מערכת לינארית הינה היחס בין התמרות לפלס של היציאה והכניסה 
בין התמרות לפלס של התגובה המאולצת למערכת עבור תנאי התחלה אפס. במילים אחרות, היחס 

) והכניסה. סימון: )H s   .( ) ( ) ( )X s H s F s  :בתחום הזמן .
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

t

x t h t f t h f t d      

 

 

 פונקציית הדלתא של דירק

1( )t t  :היא פונקציית פילוג המקיימת 

1 .1( ) 0t t      1לכלt t  

2 .1( ) 1t t dt




   

). עבור 3 )f t  1-ברציפהt : 

  1

1 1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( )
stst

t t f t dt f t

t t t t e dt e



 











 

   





 

מקרה פרטי הוא   ( ) 1t . 

 

 כלל ההזזה במישור לפלס

 

 

( ) ( ) ( )

1
( ) ( ) 1 ( ) ( ) " " ( )

asf t a u t a e f t

d
t s sF s s t u t

s dt
  

  

      
 

)הדלתא היא "נגזרת" של פונקציית מדרגה )לא באמת כי ל )u t .אין נגזרת 
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 התגובה להלם

)   :בתחום  ) 1 ( ) ( )s H s X s    

 1( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ) ( )X s H s s H s x t H s h t        

)         בתחום הזמן: ) ( ) ( )f t h t x t  

( ) ( ) ( )x t h t f t  

( )h t( תגובת ההלם של המערכתImpulse response. ) 

 

 תגובת תדר

 נקראת גם תגובת היענות.

)sinנסתכל על מקרה פרטי:  ) ( ) ( )A t H s x t  ,
1

( )H s
as b




. מהי תגובת המערכת עבור  

מצב מתמיד?  t   

 
   

sin
( ) sin cos

(0) 0

ax bx A t
x t t t

x


   

  
  

 
 

זהו הפתרון הפרטי. הפתרון ההומוגני הינו אקספוננציאלי דועך, שזו תגובת המעבר ולכן נזניח אותו. 

,מהצבה למשוואה מקבלים את    :כך שהפתרון הוא . 

2 2 2 22 2
( ) sin( ) cos( )

( ) ( )( )

A b a
x t t t

a b a ba b


 

 

 
  

   
 

2 2

1

2 2

2 2

cos
( )

( ) sin( ), tan
( )sin

( )

b

a b A a
x t t

a ba b

a b


 

  
 






    

     
  

 

 

 הערות:

 . המערכת מגיבה בתגובה סינוסואידלית בתדר זהה לתדר הכניסה )הסינוסואידלית(1

 ביחס לכניסה.. היציאה מוסתת במופע )פאזה( 2

. אמפליטודת היציאה מוגברת ביחס לאמפליטודת הכניסה      3

 
2 2

1
( )

B
k k

A a b



  


 

 

 

 

 

b

a

2 2( )a b 


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k,מציאת   :ללא פתרון המשוואה הדיפרנציאלית 

 
1 1

( ) , ( ) ( ) ( ), ( )H s H j H j k H j
as b aj b

     


    
 

 

 משפט

)( , אזי כאשר הכניסה סינוסואידליתLinear Time Invariant)  L.T.Iנתונה מערכת יציבה  ) sin( )X t A t ,

)התגובה המאולצת של המערכת )התגובה במצב מתמיד( גם היא סינוסואידלית בעלת תדר  ) sin( )Y t B t ,

כאשר האמפליטודה והפאזה מקיימות    arg ( )H j    ,  ( )
( ) ( )

( )

Y tB
H j

A X t
    . 

 הוכחה:

 

     

     

1

1

2 2

2 2

1

,1 ,2 ,1

2

1

1 ,1

( ) sin( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

.. .. ..

( ) ...

r n

r

m m m

r n

r r r m n

m n

r r r n

p tj t j t

r

A
X t A t X t

s

N s N s
H s Y s X s

D s D s

N s A
Y s

ss p s p s p

b b b bba b

s j s j s p s p s p s p s p

y t ae be b e b e 










 

  

  


  

  
    

        
      

     1 1

,2 ,.. .. nr r r p tp t p t p tm m

r r m nb e b t e b t e
      

 

tעבור  לכן במצב מתמיד:3-כל האקספוננטים דועכים ל ,    ( ) j t j ty t ae be   . 

a,למציאת  b: 

2 2

( )
( ) ( )

2

( )
..

2

s j

A AH j
a H s s j

s j

AH j
b

j



 









    



 

 

 טענה

b a . 

)צ"ל:    ) ( )H j H j    

   

   

1

1 0

1

1 0

1

1 0

1

1 0

( )
( )

( )

..
( )

..

Re ( ) Im ( )..
( )

.. Re ( ) Im ( )

n n

n n

m m

m m

n n

n n

m m

m m

N s
H s

D s

c s c s c
H s

d s d s d

N j j N jc j c j c
H j

d j d j d D j j D j

  


   



















  


  

  
 

   

 

 Re ( )N j מורכב מכל החזרקת הזוגיות שלs ב-( )N s 
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 Im ( )N jזוגיות של-מורכב מכל החזקות האיs ב-( )N s. 

 :jבמקום jאם נציב 

   

   

   

   

Re ( ) Re ( ) Re ( ) Im ( )
( )

Re ( ) Im ( )Im ( ) Im ( )

N j N j N j j N j
H j

D j j D jN j N j

   


  

   
  

   

 

 

 
1
Im ( )

tan
Re ( )

H j

H j






   ( ) ( ) jH j H j e   

  מסקנה:

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

2

( )

2

( ) ( ) ( ) ( ) sin( )
2

j

j

j

j t j t

H j H j H j e

A H j e
a

j

A H j e
b

j

e e
y t A H j y t A H j t

j







   

  





   





  

  

 



 
     

 

 

  מכאן:

 

( )

arg ( )

B
H j

A

H j



 





 

 

 צמד מרוכב

 .)באדום( היא תחת הנחת התנהגות סימטריתלקיחת קו ישר יצוג הפאזה: 

2

2

0 0

( ) 2 1
s s

g s 
 

   

2
2

2

0 0 0 0

2
( ) 1 1 2g j j j

   
 

   

 
       

 
 

 נסתכל על ההתנהגויות האסימפטוטיות של ההגבר והפאזה.

 נחשב את הפאזה:

  1 0

2

0

2

tan

1





 






 
 
 

  
     
  

 

    

0    90   

0

1




 
  0   

0

1




 
  180   
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 נחשב את ההגבר:

2
2 2 2

2

0 0 0 0

( ) 20log 1 2 10log 1 4
dB

g j j
   

  
   

                            

 

 

 

 

 

 

 

 אפס וקוטב בראשית

 

 

 

 

 

 

  

 ( )
dB

g j 

0   ( ) 20log 2
dB

g j  

0

1




 
 ( ) 20log 1 0

dB
g j   

0

1




 

   
2

0

0 0

( ) 20log 40log 40log 40log
dB

g j
 

  
 

   
      

   
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 NMP. מערכות 3

. כאלו בעלות אפסים MPנקראת מינימום פאזה  ORHP -פונקציית תמסורת שאין לה אפסים ב הגדרה:
 .NMPנקראות "לא מינימום פאזה" ORHP-ב

 

 

 

  NMPאפס 

1

1
( 1)

1
( 1)

j

s z z s
z

s j

z j
z
 







  





 

 MPמבחינת הגודל נשאר זהה לגודל של אפס 

)argפאזה:  1 ) 180 arg(1 )j j       

 לקוטב. להפוך את האפס 1מסקנה: 

  180. להוסיף 2 

 
 פאזה והגבר אסימפטוטים

 : MPבמערכת מינימום פאזה 

שיפוע קו ההגבר עבור    20הוא( )p z dB
dec

n n   כאשר .pn  הינו מספר הקטבים וzn מספר

 האפסים הכולל של האפסים מכל הסוגים. 

הפאזה שווה ל:    0 90( )p zn n       

 : NMPבמערכת 

 ההגבר זהה

הפאזה שווה ל:    0 90( ) 180( )NMP

p z zn n n         ,NMP

zn מספר האפסים מסוג :NMP 

 

 NMPהתנהגות בזמן של מערכת 

אינם  -רציונלית, יציבה ובעלת הגבר חופשי חיובית MPמקדמי הפולינום של פונקציות תמסורת : 1למה 
 שליליים! 

1

1 1 0
0 1

1 0

1

..
( )

..

n

n ni

i n n

m m m

m m
j

j

s z
A s A s A

H s k
B s B s B

s p



 








  

 
  






 . מכפלות של מספרים חיובים ולכן הכל חיובי.  
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נעיין בפונצקיית התמסורת : 1למה 
1

1 0

1

1 0

..
( )

..

n n

n n

m m

m m

A s A s A
H s

B s B s B









  


  
. תהי הכניסה למערכת פונקציית 

), כלומר t=0 -הסדר הנמוך ביותר של נגזרת אות היציאה שאיננה מתאפסת ב kויהי מדרגה  ) (0) 0jX j k   ,

)אזי  ) (0)k n

m

A
X

B
 . 

 הוכחה:

           יציאת המערכת: 
1

1 0

1

1 0

..1
( )

..

n n

n n

m m

m m

A s A s A
X s

s B s B s B









  
 

  
 

1
( ) 1 1 0

1

1 0

..
( )

..

n n
k k n n

m m

m m

A s A s A
X s s

B s B s B


 





  
 

  
 

1
( ) ( ) 1 0

10
1 0

..
lim ( ) lim ( ) lim

..

n k n k k
k k n n

m mt s s
m m

A s A s A s
X t s X s

B s B s B

  



  


  
   

  
 

( )
( )0

01

1 0

.. 1
lim lim ...

..

k m n k m
k m n k mn

nms s
m m m

A s A s
A s A s

B B s B s B

  
  

  


 
       

 

( )
( ) 0

1

1
lim ...

k mk m n
k m n

n n ns
m

A ss
A s A

B s s

 
 




 
   

 
 

kיש גבול סופי רק עבור  m n מקרים: 2-. נפריד ל 

kאם  m n      ( )

0
lim ( ) 0k

t
X t


 

kואם  m n               ( )

0
lim (0)k n

t
m

A
X

B
  

, בעלת הגבר חופשי חיובי. אזי עבור כניסת מדרגה, MP: נעיין בפונקציית תמסורת רציונלית יציבה, משפט
של  סופי(, סימנה כסימן הערך הt=0הנגזרת הראשונה של אות היציאה אשר איננה מתאפסת בראשית )ב

 אות היציאה. 

 

 משמאל: דוגמא למטוס מרים אף. תחילה מקבלים 

 ירידת אף ואז מתייצבים באופן הרצוי. 

 

 

 הוכחה: 

)נניח  )H s  היאMP ו'( )H s היאNMP ,0       

1
0 0

0 0

( ) ... ...
'( ) ( ) ( )

... ...

n n
n n

m m

m m

s A s A A s A
H s s H s

B s B B s B

 


      
  

   
 

0מהמשפט הקודם נשארים בגבול עם 

0

A

B


  
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 מיקום קטבים והשפעה על הפתרון הזמני

 

ל שאין לנו דרך מדוייקת כדי לקבל נתונים במציאות: אף פעם לא ניתן לדעת בדיוק איפה הקוטב נמצא! 
 קפיצים ומסות. 

 

 . תגובת מערכת 1

 פתרון זמני מרחב לפלס תיאור

 

1

s
 

( ) ( ) ..x t Au t  

 

2

1

s
 

( ) ( ) ..x t tAu t  

 

1

s a
 

( ) ( ) ..atx t Ae u t  

 

 
2

1

s a
 

( ) ( ) ( ) ..atx t A Bt e u t   

 

2 2 2

( )

2 ( )

F s

s s    
 

( ) cos( ) ( ) ..tx t Ae t u t     

 

 ( ) ( ) cos( ) ( ) ..tx t A Bt e t u t      

 

( ) cos( ) ( ) ..x t A t u t    

 

( ) ( )cos( ) ( ) ..x t A Bt t u t     
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 1.1תרגיל 

 תגובה של מערכת במונחים של לפלס: 

1 1
( )

( )( )

s A B b d
X s

s b s d s b s d b d s b b d s d

    
      

       
  

( ) bt dtb d
x t e e

b d b d

  
   

 
  

,dt bte e  .קובעים את אופי התגובה 

1אפסים לא קובעים את אופי התגובה, אבל כן קובעים כמה המוד משתתף בתגובה
,dtd e

b d d


       



  

 אין לצמצם קוטב עם אפס, לעולם!  

 כשיש קטבים לא יציבים נדאג ליצב אותם. 

 

  1תגובת מערכת מסדר 

 התגובה לכניסת מדרגה: 
1

( ) ( ) 1 atA A
X s x t e

s s a a

      
 

  1תגובת מערכת מסדר 

2 2

1
( )

2 n n

Bs C
X s

s s s 


 

 
 

 ר.דבבימני: מת 2בשמאלי: מתכנס.  2החלק הממשי של הקטבים יקבע אם מתכנס או מתבדר. 

 
2 2 2

1,2 1n n ns              
 

 

 מקרים: 3-נפריד ל

1   2 מערכות מסדר ראשון, כי יש זוג קטבים ממשיים 

1  2 זהו למעשה קוטב כפול -מערכות מסדר ראשון, כי יש זוג קטבים ממשיים 

0 1  2

1,2 1ns j      
 

 

 

 

0כשמסתכלים על   .מקבלים מתנד הרמוני, לא מרוסן
1,2 ns   

 כלומר המקום הגיאומטרי של השורשים הוא מעגל. 
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21dהתדר הטבעי המרוסן הינו  n     , 

cosהינו התדר הטבעי הבלתי מרוסן. nכאשר     

 

 

 

 תגובת הזמן של מערכת מסדר שני

 התגובה למדרגה: 

2

2

1
( ) 1 cos( )

1

tan
1

1

t

d

n

y t e t  


 






  









  

 

 

Log Decrement-   

21

1

2

(2 1), 0,1,..

2

3 3

2

p

d

p

i

d

p

d

d

t

M e

t i i

T
t t

T
t




























  

  

 

 

1

1 2

2

1

2

( )

2

1
2 2

( ) 1
ln ln

( ) 1

2
ln ln( )

2
1

2
1

t
t t

nt

d

y t a

y t b

e
e

e









 




 









 










  

 


  
   

   
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 כתיב מטריצי

לכל מערכת של משוואות דיפרנציאליות לינאריות עם מספר כלשהו של משוואות ומסדר כלשהו משפט: 

xניתן לרשום מטריצות כמשוואה לינארית מסדר ראשון כך ש:  Ax Bu  

   State Vector: וקטור המצב של המערכת  xכאשר  

            u:  וקטור הכניסהInput 

 1.1תרגיל 

1נתונה המד"ר:  2( ) 7 ( )my By ky u t u t     :נגדיר משתני מצב .
1 2,x y x y  וקטור המצב .

 הינו: 

1

2

1

2

1 2

2 2 1 1 2

1 1 1

2 2 2

1 7

0 1 0 0

1 7

x
x

x

x
x

x

x x

B k
x y x x u u

m m m m

x x u
x k B

x x u
m m m m

 
 
 

 
 
 



     

   
                        

   

  

 1.1תרגיל 

 שני משתני מצב לכל משוואה. 

 

 

 

 נכתוב משוואות:

1 1 1 1

2 1 2 2 2

1 1 1
1

1 1 1 1

2 1 2 1
2

2 2 2 2

( )

( )

1

1

u k y z B y m y

u k y z B z k z m z

B k k
y y y z u

m m m m

B k k k
z z z y u

m m m m

    


     


     




     


 

 נגדיר משתני מצב: 

1 2

2

3 4

4

x x

x y

x x

x z

    

1

2

3

4

x y

x y

x z

x z
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 בכתיב מטריצי:

  

1 11 1 1

1 1 1 12 2 1

3 3 2

4 41 1 2 2

22 2 2

0 1 0 0 0 0

1
0 0

0 0 0 1 0 0

1
00

x xk B k

m m m mx x ud

x x udt

x xk k k B

mm m m

   
   

   
       
                      

   
          

  

 

xבאופן כללי הצורה הינה:  Ax bu   .A-  .מטריצת הדינמיקה של המערכתB-  .היה  מטריצת הבקרה

 אפשר להגדיר את המצב באינסוף דרכים

המצב הינו סיכום של תיאור המערכת בזמן נתון. ידע של המצב בזמן  -מצב

0t  0פלוס ידע על הכניסות למערכת אחריt  מאפשרים את חישוב מצב

0tהמערכת בזמן  t אם רק מב המערכת מעניין אותנו, אין חשיבות .

מהווה סיכום של  0t-. כלומר המצב ב0t-לשאלה איך הגענו למצב ב

רדה . מסקנה: ידע של המצב הנוכחי מאפשר הפ0tהיסטוריות המערכת עד 

 חדה בין העבר לעתיד. 

 

משתני המצב של המערכת הם הקבוצה המינימאלית של פרמטרים המתארים באופן מושלם את -הגדרה

)0ערכי משתני המצב  0tמצב המערכת במובן הבא: אם עבור זמן  )ix t  1ידועים, אזי פלט המערכתy( )t

)0והערכים  )ix t 1עבור כל  יחידניתנים לחישוב באופן 0t t  0בהנחה שהכניסה 1( ),u t t t t   .ידועה 

 1.1תרגיל 

yמשוואת התנועה:  g   

 .y יציאה: .gכניסה: 

 

0 0

2

0
0 0 0

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2

y g t t y t

t t
y t g y t t t y t

   


     

  

 אינו מצב.yבאותו אופן גם (. 0tאחרי yנדע לתאר את  0t-ב y) = האם כשידוע. לאמצב?  הואyהאם 

 

 הצגה במרחב הפאזה

)נעיין במשוואה:  ) ( 1)

1 ( )n n

nx a x u t

   :נגדיר משתני מצב .    

1

2 1

3 2

1

( )

n n

x x

x x x

x x

x x 

 





  

 נקבל את משוואת הפלט: 

( ) (1) ( 1)

0 1 1 1 0 1 1 2 1( ) ( )n n

n n nx a x a x a x u t a x a x a x u t

           
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 

1 1

2 2

0 1 1

1

0 1 0 0 0
0

0 0 1 0 0
0

0 ( )

0 0 0 1
1

( ) ( ) 1 0 0

n n

n

companionMatrix

C

x x

x xd
u t

dt

x x
a a a

y t x t x



 
      
      
       
      
      

        

 

 

 הינה מטריצת המדידה.  Cכאשר 
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 . הצגה במרחב המצב5

 1.1תרגיל 

 

 

  

3 2

1

1 2

1 2 3

3
( )

9 24 20

( )
( )

( )

9 24 20 3

9 24 20 3

9 24 20 3

9 24 20 3

s
T s

s s s

Y s
T s

u s

y y y y u u

y y y u y u d

y y y u y u d d

y y y u y u d d d



 

  




  



     

      

        
 

        
 



 

 

   

 :דיאגרמת זרימה )דיאגרמת סימולציה(נשרטט 

 

 

 

 

 

 

 

 נגדיר משתני מצב: כל פלט של אינטגרטור הוא משתנה מצב: 

 

1

1 2 1

2 3 1

3 1

1 1

2 2

3 3

9

24

20 3

9 1 0 0

24 0 1 1

20 0 0 3

1 0 0

x y

x x x

x x x u

x x u

x x
d

x x u
dt

x x

y x



 

  

  

      
      

        
            



  

 דרך נוספת לפתרון: 

2

( )

3 3 1 1
( )

( 2) ( 5) 2 2 5

1 1 3
( ) ( )

5 2 2

3 1 1
( )

2 2 5

u s

s s
T s

s s s s s

s
Y s u s

s s s

s
Y s

s s s

 
   

    

   
       


   

  
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 דיאגרמת הזרימה:

 

 

 

 

 

 

 

1

1 1 2

2 2 3

3 3 3

1 1

2 2

3 3

5

2

2( ) 3 2

5 1 0 0

0 2 1 1

0 0 2 1

1 0 0

x y

x x x

x x x u

x x u u x u

x x
d

x x u
dt

x x

y x



  

   

      

      
      

        
            



 

 

יש לנו הצגות שונות במרחב המצב ובכל את היחס בין הקלט לפלט הינו יחס זהה. דרך פונקציית התמסורת 
 .את הדינמיקה של המערכת לא רואים

 דרך נוספת: פירוק לשברים חלקיים: 

 
2

2 1 2
9 3 9( )
2 52

T s
s ss


  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 21  הנדסת אוירונוטיקה וחלל, טכניון. אביב תשע"ד -מערכות דינמיות

1 1

2 2

3 3

5 0 0 1

0 2 1 0

0 0 2 1

2 1 2
9 3 9

x x
d

x x u
dt

x x

y x

      
      

        
            

 
 

 

 במרחב המצב יש שרירותיות. 

 יצאנו מאותה פונקציית תמסורת ולכן היא נשמרה. 

  העצמיים מופיעים במטריצה משולשת עליונה.  םערכיה

  



 25  הנדסת אוירונוטיקה וחלל, טכניון. אביב תשע"ד -מערכות דינמיות

 . לינאריזציה1

 1.1תרגיל 

 מטוטלת: 

 . נרשוםאת משוואת התנועה ללא כל הנחה על 

cos sin
g f

l ml
     

 נגדיר משתני פאזה

1

2 1

1 1 2

2 2 1 1

:

: cos sin

x

x x

f x x

g f
f x x x

l ml



 



 

  

 

 הצורה הקנונית של מערכת לא לינארית:

1 1

2 2

( , , )

( , , )

( , , )

x f x u t

x f x u t

x f x u t







  

)*נבחר ערעור נומינלי  )f t    

)*נפתור עבור  )t.כאשר כניסה מסויימת ידועה היטב , 

נקבל צמד  * *( ), ( )f t t .מקיים את המשוואה הדיפרנציאלית 

*
* * *( )
( ) cos ( ) sin ( )

g f t
t t t

l ml
     

)לא בהרבה...אנחנו נניח ש f*-מאמיתי שונה  fכל עוד  )f tקרוב מספיק" ל"- *( )f t:ונגדיר 

*( ) ( ) ( )f t f t f t   הפרה ב- f. 

)נדרוש  )f t  קטן מספיק )נגדיר בהמשך( לכלt  .שמעניין אותנו*( ) ( ) ( )f t f t f t . 

)*באופן דומה נגדיר  ) ( ) ( )t t t   הפרה ב(-) :ולכן ,*( ) ( ) ( )t t t    . 

 באינטרוול המעניין. tקטנה לכל קטנה, אזי גם fהנחה: 

נציב את הצמד  * *( ), ( )f t t :במשוואה 

*2
* * *

2
cos sin

f fd g

dt l ml


     

                   
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 : )כאשר בדרך מצמצמים את הפתרון הנומינלי( קירוב טיילור מסדר ראשון

* * *cos cos sin          

   
* ** *

* * * *

,,

* * * * *

sin sin sin sin ..

sin sin cos

ff

f f f f f f f
f

f f f



       


    

 
                 

 
 

* *cos
g

l
  

* *
* sin

sin
g f

l ml


   

* * *

* * *
*

* * *
*

sin cos

sin cos
sin

cos sin
sin

f f

ml ml

g f
f

l ml ml

g f
f

l ml ml

   

 
    

 
   

 

   

 
    
 

 

 לינארית. משוואה ב 

 

*ניקח לדוגמא כניסה נומינלית  0f .  פתרון נומינלי*

2


 . 

 משוואה לא לינארית מקורית:

הצמד  * *( ), ( )f t t מהווה מסלול נומינלי של המערכת* 0,
2

f



 

  
 

. 

 הפרות: 

*
g

f
l

  
1

1

f
ml

g
f

l ml

 

  

 
 

 


 

 

 במרחב המצב: 

1

2 1

1 1
* * *

*
2 2

0 1 0

( )cos sin
sin 0

x

x x

u f

x xd
u tg f

x xdt
l ml ml







 




   
                  

      

  

 המקרה הפרטי: 

1 1

2 2

0 1 0

( )1
0

x xd
u tg

x xdt
l ml

   
                 

   
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 ניסוח כללי-לינאריזציה

   נתונה משוואה לא לינארית כללית:
( , , )

,

x f x u t

x u



 
 

נניח פתרון נומינלי 
* *( , )x u וכניסה נומינלית

* *
( , , )x f x u t . 

  כעת נגדיר את ההפרות:

*

*

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

u t u t u t

x t x t x t





 

 
  

)ההנחה היא: אם  )u t קטנה אזי גם( )x t .קטנה 

נציב למשוואה המקורית: 
* *

( , , )x x f x x u u t      

משוואה סקלרית מתוך המשוואה הוקטורית: 
* ** ( , , )i i ix x f x x u u t     . 

סביב ifנבצע קירוב טיילור מסדר ראשון: פיתוח 
* *
,x u: 

 * * * *

* * * * 2 2

, ,
, , , , , ,

T T

i i x i u ix u x u
f x x u u t f x u t f x f u o x u x u                    
       

 

 וקטור עמודה:

1

2

i

i
x i

f

x

f
f

x

 
 
 
 

   

 
 
 
 

 

נסמן בקיצור                * *

*

,

T T

x i x ix u
f f  

 
 

 משוואות( n)נרשום את המשוואות הסקלריות: 

   

   

** * * *

1 1 1 1 1

** * * *

2 2 2 2 2

, ,

, ,

T T

x u

T T

x u

x x f x u t f x f u

x x f x u t f x f u

  

  

      
 

      
 

 

 

* * * * * *

1 1 1 1 1 1

1 2 3 1 2 3

1 1* * * * * *

2 2 2 2 2 2
2 2

1 2 3 1 2 3

* * * * *

1 2 3 1 2

n n

n n n n n n

f f f f f f

x x x u u u
x x

f f f f f f
x xd

x x x u u u
dt

x x
f f f f f f

x x x u u

 

 

 

      
 
     

    
         
              
    
    
      
 
     

1

2

*

1

3

p

p

n p

u

u

u

u











 
 
   
   
   
   
   
    
 
 

 
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 היעקוביאנים באופן הבא:נסמן את 

 

* *

* *

,

,

1

2 1 2

T
T

x
x u

T
T

u
x u

T

x n

n

f

f

x

xf f f f

x

  

  

 
 
 
 

  
 
 
 
 

  
 

 נוכל לכתוב באופן הבא:

   * * * *, ( ) , ( )
T T

T T

x u

A B

x f x u x t f x u u t            

x  משוואת המצב הלינארית הינה: A x B u    

 1.1תרגיל 

  

 

 

 

 בכתיב מטריצי:

*

1 1 1

0 1 0

1
sin cos 0 sin

x x fg f
x x x

l ml ml

  

   
    
     
   

 

 

הפתרון לחלק ההומוגני של משוואת המצב הינו: 
0 0( )

x Ax

x t x




 

)0מטריצת המעבר:  ) ( , )x t t t x :נציב למשוואה המקורית . 

0

0 0 0 0

( ) ( )

( , ) ( ) ( , )

x

x t A t x

x

t t x A t t t x 

  



  
 

0x    שרירותי ולכן נובע כי
0 0( , ) ( ) ( , )t t A t t t . 

1 2

2 1 1

1 1 1 2

2 2 1 2

cos sin

( , , )

( , , )

x x

g f
x x x

l ml

x f x x f

x f x x f

 



  


 


 
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0עבור  0( , )t t:נקבל 

 

0 0 0 0

0 0

0 0

( ) ( , )

( , ) ( ) ( , )

( , )

x t t t x

t t A t t t

t t I



 



 

 



 

 מטריצת מעבר:תכונות 

 מקיימת את המשוואה הדיפרנציאלית ההומוגנית. .1

0תנאי ההתחלה הוא  .2 0( , )t t I  

3. 2 1 1 0 2 0( , ) ( , ) ( , )t t t t t t    

1. 1

0 1 1 0( , ) ( , )t t t t  

 : 3נוכיח את 

2 2 1 1

1 1 0 0

2 2 1 1 0 0 2 2 0 0

( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

x t t t x t

x t t t x t

x t t t t t x t x t t t x t





  

 

 

     

 

 : 1נוכיח את 

1

0 0 0 1 1 0 0 1 1 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )I t t t t t t t t t t         

 למטריצת המעבר יש הופכית. 

 : חישוב 

0 0

0 0

( , ) ( ) ( , )

( , )

t t A t t t

t t I

 



  


 
 

 פתרון לפי טורים

 קבועה. מטריצת הדינמיקה הינה – Aהנחה 

 

0

0

2

0 0 0 0

0 0

2

0 0

2
2

0 0 0 0

2
2

0 0

2
2

0 0 0

0 1

( ) ( ) ( ) ( )
2!

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2!

( ) ( )
2!

, ( ) ( )
2!

(

t t
t t

A A

x t x t x t x t

x t A t

d
x t Ax Ax A x t

dt

x t x t Ax t A x t

x t I A A x t

t I A A e x t e x t

t t

x

 


 


 


 


    






    



  

    

 
     

 

       

 

1 0) ( )At e x t
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Aeבקירוב גס נכתוב:     I A    

 דרך נוספת, לפי התמרת לפלס: 

 

 

  

  
0

1 1

11

( , )

11

0

( ) (0) ( )

( ) (0)

( ) (0)

( ) (0)

( , )

t t

x Ax

sx s x Ax s

sI A x s x

x s sI A x

x t sI A x

t t sI A





 







 

 

 

 

 

  

 1.1תרגיל 

 
 

   
 

 

1

2

2

1

2

1 0

1 1

1 0

1 1

1 0 1
0

11 1

1 1det 1
11

1
0

1

1 1

11

T

t

t t

A

s
sI A

s

s

sadj sI A s
sI A

sI A s
ss

s e

te e
ss







 
  
 

 
   

  

   
           

  
  

 
   
    
   
  
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 ערכים עצמיים, קטבים ויציבות. 7

 שיטה: 

1Aקבועה ולכסינה.  Aתנאי:  V V  . 

 מטריצת הערכים העצמיים )אלכסונית(- כאשר

V-  .)מטריצת הוקטורים העצמיים )עמודות המטריצה 

 

1Aeלכסינה אז   Aאם משפט:  Ve V    :1. היכן ש 2( , ,.., )ndiag      וערכים עצמיים-

 1 2| | ... | nV v v v  .וקטורים עצמיים 

1

2

0

0A

e

e e

 

 

 
 

  
 
 

 

 הוכחה:

2
2 1 1 1 2

1 1 2 1 2 2 2 1 1

2
2

2 2
1 1

2 2
2 2

2 2

1
...

2! 2

1 1
.. ..

2 2

2!

1

1 1

2

1

1

I

n n

e I A A I V V V V V V

V V V V V V V I V Ve V

e I A A








  

   




  

   

   

   

     



           

 
           

 

    

   
   
       
   
   
      


1

2 2

1 1

1

2 e
   

 
   

   
   

   
  

 

 

 כונות נוספות של מטריצת המעברת

קבועה אז Aאם  משפט: 
1

At Ate e


 :באופן מפורש .
1

2 2
2 2

2! 2!

t t
I At A I At A



 
       

 

. 

Atקומוטטיביות, כלומר:  Ateו  Aקבועה אז Aאם משפט:  Ate A Ae ו-Ate עם  קומוטטיביותA . 
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1 משפט: 1

0 0( , ) ( , )
d

t t t t A
dt
    . 

 נוכיח: נגזור את המשוואה הבאה בזמן:

  

0

1

0 0

1 1

0 0 0 0

( , )

0

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0

( , )

A t t

t t t t I

d d
t t t t t t t t

dt dt

A t t



 

   





 

 

   

1

0 0( , ) ( , )t t t t    1

0

1 1

0 0

1

0 0

1 1

0 0

( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )

d
t t

dt

d
A t t t t

dt

d
A t t t t

dt

d
t t A t t

dt



 

 

 



 



 



  

  

  

  

0 אז:קבועה  Aואם  0
1

( ) ( )1

0( , )
A t t A t t

t t e e


       . 

 המשפט מקבל את הצורה: 

At At

At At

d
e e A

dt

d
e Ae

dt

x Ax

 



 





 

 

)               הומוגנית:-פתרון המשוואה הלא ) ( )x Ax B t u f t  

1נגדיר: 

0( ) ( , ) ( )z t t t x t נמצא את משוואת המצב של .( )z t . 

0

0

1 1 1 1

0 0 0 0

1

0

1

0 0

1 1

0 0 0

1

0 0 0 0 0

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , )

( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( ) (

t

t

t

t

I

d d
z t t t x t t t x t t t Ax t t t Ax t f

dt dt

z t t t f

z t z t t f d

z t t t x t z t t f d

z t t t x t z t

   



   

    



   





 



      

 

  

  

 





0

0 0

0

_

0

1 1

0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

) ( )

( ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( )

t

t

t t

t t

t

t

ה להקונוולוצי אינטגר

x t

z t t t x t x t t f d

x t t t x t t t t f d t t x t t f d

x t t t x t t B u d

    

          

     

 



   

     

  



 

 
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x Ax Bu
LTIV

y Cx

  


 
  

 נניח תנאי התחלה אפס: 

 

 

 

 

1

1

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
det

sX s AX s BU s

Y s C X s

X s sI A BU s

Y s C sI A BU s

adj sI A
Y s C BU s

sI A





  


 

  


  






  

 נרצה לדעת מהם הקטבים של המערכת: 

 . Aשל  ערכים עצמייםכל הקטבים של מטריצת התמסורת הם 

C,כיוון שיתכן והוא צומצם ע"יאבל לא כל ערך עצמי הוא קוטב של המערכת,  B.  כלומר יכולים להיות

 ערכים עצמיים שאינם קטבים של המערכת. 

 לכניסה מסויימת נקבעת ע"פ מיקום הקטבים.  יציבות התגובה

נניח שאין ערעור חיצוני ותנאי ההתחלה הוא 
0x: 

 

 

 

0

0

0

( ) ( )

( )

( )
det

sX s X AX s

sI A X s X

adj sI A
X s X

sI A

 

 






  

 . Yוקטור המצב נותן תמונה מלאה של המערכ. זה לא נכון לגבי 

הכל בסדר. -אם נמדוד בנקודות הכחולות המטוס כמערכת שלמה לא יציב! אך
מיקום הסנסור הינו שרירותי. צריך לשים את הסנסורים בצורה נכונ כדי שנוכל 

לראות את פונקציית התמסורת הנכונה. יציבות וקטור המצב נקבעת ע"פ 
 יציבות יחס תגובה כניסה מיקום הערכים העצמיים. יציבות וקטור המצב 

 להיפך(.בהכרח )ולא 

 

 טרנספורמציה לינארית

x Ax Bu
LTIV

y Cx

  


 
 

 טרנספורמציה: 

z T x

z T x TAx TBu 
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 רגולרית )לא סינגולרית( ונגיע להצגה קנונית של המערכת: Tנניח 

 

1

1

1

1 1' , ' , '

' '

'

x T z

z TAT z TBu

f CT z

A TAT B TB C CT

z A z B u

f C z







 

  


 

  

  


 

 

 

 הם אינווריאנטים תחת טרנספורמציה רגולרית.הערכים העצמיים של מערכת טענה: 

1TATהם גם הע"ע של   Aהוכחה: צ"ל ע"ע של  : 

  

       

1

1 1

1

1

det( ) 0

det( ) 0

det 0

det det det 0 det 0

I TAT

TT TAT

T I A T

T I A T I A







 



 





 

 

 

    

  

 היציבות היא תכונה של המערכת.

 

 קנוניתטרנספורמציה 

 לכסינה.  A= הריבוי הגיאומטרי Aנניח שהריבוי האלגברי של 

dim( )

x Ax Bu

y Cx

u p

 





 

A :1Aו"ע( של -נבצע פירוק ספקטרלי )ע"ע ו V V    

 מטריצה אלכסונית של ע"ע : 1 2, ,.., ndiag     

V מטריצת הו"ע של :A   .1 2 3| | | ... | nV v v v v    

 נבצע טרנספורמציה לינארית ונגיע להצגה קנונית:

1

1

1

'

'

'

X V Z

A V AV

B V B

C CV

Z Z V Bu

y CV Z









  





  


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 1

,
1

p

ji j
j

z z V B u 



    

 היא בלתי מצומדת. zהדינמיקה של 

ניתן לקבוע  -מערכות. הפירוק הזה מאפשר חשיפה של המערכת. למשל לפי ה-קיבלנו מעין אוסף של תת
 של המערכת.  מודאם היא יציבה. בפירוק הזה כל משוואה הינה 

  

 וקטורים עצמיים ותדירויות טבעיות

 
0 0( )

x Ax Bu

x t x

  


 
 

0uלכסינה וקבועה ונניח  Aנניח    1. נטפל בתגובה לתנאי ההתחלהA V V    

0

0 0

0

( )

0

( ) ( ) 1

( ) 1

0

( )

( )

A t t

A t t t t

t t

x t e x

e Ve V

x t Ve V x



   

  







  

1

21

T

T

T

n

r

r
V

r



 
 
 

  
 
 
  

       1 2 3| | | ... | nV v v v v    

T

ir שורה : i 1שלV  . 

1 0

2 0

1
( )

2( )

1 2 3 0( ) | | | ... |

T

t t

T

t t

n

T

n

r

e
r

x t v v v v e x

r









 
  
  

       
  

   
  

 

1 01 0

2 02 01

0

0 0

1

,,

,,

, ,

T

T

T

n n

n

r xr x

r xr x
V x

r x r x





  
  
  
   
  
  
     

 

0( )

0

1

( ) ,i

n
t t

ii

i

x t e r x v
 



  

iv-  .הצורות המודאליות=מודים 
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אם  :טענה
0x בכיוון אחד המודיםjv קולינארי עם (jv אזי שאר המודים אינם משתתפים בפתרון )

 ההומוגני. 

 הוכחה:

1

1

2

1 2 3| | | ... |

1
,

0

T

T

n

V
T

n

V

T

i ij jij ij

r

r
v v v v I

r

i j
I r v r v

i j




 
 
 

     
 
 
  

 
    

 

 

i jr v  עבור כלi j ! 

נניח 
0 ( )jx v   

0 0( ) ( )

1

1

1

1 2 3 1 2 3 2

1 1 1 1

1 1

1 1

1

2 2

2

( ) ,

|

| | | ... | | | | ... |

i i

n
t t t t

j i ji

i

i ii

n n

T T

T T

T T

n n

x t e r v v e v

Av v

AV V V

A v v v v v v v v

V AVV V V V

V A V

r r

r r
A

r r

  











 





   

 

 



  

 
         
  

 

 

  
   
   

   
      
    



T T

i i ir A r









  

 ir וקטורים עצמיים שמאליים שלA. 

| ( )i i i

T T T

i i i

Av v T

v A v








  

 iv הם הוקטורים העצמיים השמאליים שלTA. 
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 קונטרולביליות )בקירות(

 נתבונן בדיאגרמת הזרימה משמאל: 

 ישנו צימוד )באדום(.

 קשה להגיד אם קל/ קשה לבקר את המערכת.

 

 2xואת  1x: האם ניתן בזמן סופי להביא את שאלה

)ממצבם ההתחלתי למצב רצוני אחר ע"י הכתבת  )u t  

 מתאים?

 

 הצימוד מפריע. 

1 1 2

2 1 2

1 1

2 2

2

1 1 1

0 2 1

x x x u

x x x u

x x
u

x x

  

  

      
       
      

 

 .1,2הערכים העצמיים הינם 

1

1 1

2 2

1 1 1 1

0 1 0 1

1 0 0

0 2 1

2

V V

z z u

z z

z z u


   

     
   

   
    
   

 


  

  

1מתוך  1z z ( 1מתקבל פתרון מתבדר, לכן: אין גישה למוד הראשון 1 )  עם הבקרu לא בשליטתנו .

 וגם מתבדר מכאן שהמערכת אינה בקירה. 

 

 טרנספורמציה קנונית אלכסונית: 

 

1 1

2 2

1 1 2

2 2

1 1

0 1

V

x V z

x z

x z

x z z

x z



    
    
    

 



  

 

 בקירה. אם יש שורה של אפסים אזי המערכת אינה
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 קונטרולביליות הגדרה: 

המערכת  
x Ax Bu

y Cx

 



-ו ftבזמן סופי 0xבקירה )קונטרולבילית( אם עבור כל וקטור תנאי התחלה  

ניתן למצוא כניסה  fxוקטור תנאי סוף 
0 , ( )ft t t u t  אשר תעביר את המצב מ

0 0( )x t xל( )f fx t x . 

 

)אם האמור לעיל לגבי וקטור היציאה )המדידה(  Output Controlהמערכת הינה הגדרה:  )y t: 

 במימוש הקנוני האלכסוני.  B'תנאי לקונטרולביליות מספיק, והכרחי: אין שורת אפסים במטריצת 

 

היא   Qאם"ם המטריצה  Completely State Controlקבועים היא  A,Bהמערכת עם מקדמים  משפט:

|1מדרגה מלאה היכן ש:  | ... | nQ B AB A B    והמערכת היאOutput Control  אם"ם מטריצהQ 

|1היא מדרגה מלאה  | ... | nQ CB CAB CA B  . 

 

 | | ...

p

n

n n

n p

n p

n

np

n np

x Ax Bu

u

x

A

B

AB

Q n p n p

Q rankQ n









 











  

  

  

 

 7.1תרגיל 

 דוגמא למערכת לא קונטרולבילית:

1 1

0 2

1

1

1 2

1 2

1

A

B

Q

rankQ

 
  
 

 
  
 

 
  
 


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 אובזרווביליות )צפיות(

xנתונה המערכת הגדרה:  Ax Bu  ,y C x my המערכת נקראת אובזרוובילית אם ידיעת .

)הכניסה  )u   והיציאה( )y  בקטע סופי
0 ft t היכן ש ,ft  0שרירותי מגדיר את( )x t  לחלוטין )או

)את  )fx t .) 

 

 7.1תרגיל 

 

1 1 1

2 2 2

1

2

2 1

1 2

1 1

C

x x ud

x x udt

x
y

x

       
       

       

 
  

 

  

 

 

 

 

 נלכסן את המערכת: 

 

1

2

1

2

3 0

0 1

1 0

v
z z

v

z
y

z

   
    

   

 
  

 

 

 

 

 לא נמדד 2zקיבלנו עמודה של אפסים )במקרה זה אפס יחיד( מכאן ש

 פונקציית התמסורת:

 

1

1

( ) ( )

2 1

( 1)( 3) ( 1)( 3)
( )

1 2

( 1)( 3) ( 1)( 3)

1 1

1 1 1 1
( )

( 1)( 3) ( 1)( 3) 3 3

H s C sI A B

s

s s s s
sI A

s

s s s s

C

B I

s s
H s

s s s s s s





 

  
    
  

  
     





    
           

  

 " התבטל לנו. -1נשים לב ש הקוטב "זהו תיאור מצומצם של המערכת. 
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 . 'C -תנאי הכרחי ומספיק לאובזווביליות: אין עמודת אפסים ב

 היא מדרגה מלאה. Pמערכת היא צפייה אם"ם המטריצה משפט: 

1

,

,

n

m n

m n n

C

CA
P

CA

C

P





 
 
 
 
 
 





 

rankPהמערכת אובזרוובילית אם  n -  .דרגה מלאה 

 

 בתרגיל: 

1 1

3 3
P

 
  

  
 , לא דרגה מלאה ולכן לא אובזרוובילית.   

נניח  1 0y   :נקבל ,
1 0

2 1
P

 
  

  
 , דרגה מלאה ואכן אובזרוובילית. 


